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AUTOMATICA

1 INTRODUCCION

La simulacion analdgica, una de las técnicas de simulacién por ordenador para
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales, hace uso del denominado computador
analdgico. Este computador aprovecha el hecho de que las ecuaciones que describen
a algunos dispositivos eléctricos son completamente analogas a aquéllas que
describen a otros sistemas: mecanicos, térmicos, hidraulicos, quimicos, etc.

Basicamente, para simular un proceso en un computador analdgico, lo que se
hace es conectar entre si diferentes bloques electrénicos que llevan a cabo las
diversas operaciones matematicas que se necesitan. Los dispositivos electronicos
efectuan las operaciones matematicas en términos de tensiones de corriente continua,
normalmente £10 V 6 £100 V. Estas tensiones representan las variables fisicas en las
ecuaciones: temperaturas, composiciones, presiones, velocidades, etc.

Un computador analégico posee unos "bloques operacionales" que suman y
restan tensiones, integran tensiones respecto al tiempo, multiplican y dividen tensiones,
generan funciones arbitrarias, etc. Para comprender el funcionamiento global del
computador sera necesario, pues, estudiar previamente algunos de los componentes
basicos localizados en el interior de estos bloques, para luego analizar éstos. A
continuacion se podran abordar las conexiones de los bloques entre si para poder

resolver algunos problemas reales.

2 COMPONENTES BASICOS
2.1 Amplificador

Elcomponente fundamental de un

computador analdgico es el amplificador

operacional de alta ganancia (Figura 1).

Se trata de un dispositivo que amplifica y

cambia de signo la sefial de entrada, e, Figura 1 Representacion del amplifica-
dor operacional

La relacion de amplificacién o ganancia,
K, es muy elevada, de 10° a 108; por ello, cuando el amplificador esta conectado con

otros componentes eléctricos, su tensidn de entrada efectiva siempre ha de ser nula,
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ya que en caso contrario, la tension de salida, e, seria muy elevada. Por otro lado, el
amplificador practicamente no deja pasar la corriente, por lo que se supondra que la

intensidad a través del amplificador sera cero, siendo su ecuacion:

e, = -~ Ke; [1]

Por todo ello, el amplificador tiene dos caracteristicas fundamentales cuando
esta conectado a un circuito eléctrico: tanto su tension de entrada (tensién de red)
como la intensidad de la corriente (corriente de la red) han de ser nulas. Estas
propiedades permiten su utilizacion para sumar, restar e integrar tensiones, como se

vera posteriormente.

2.2 Potenciometro

=i Un potencidmentro es una resis-
l tencia variable con un contacto movil, tal
Enp
o como muestra la Figura 2.
K
T £ c
1 o
()
Figura 2 Potencidmetro Figura 3 Representacién del poten-—

ciémetro

Cuando el contacto esta en la parte superior, e, = e, 6 K= 1; cuando el contacto
esta en la parte inferior, e, = 0 6 K= 0. Normalmente la parte inferior del potenciometro
esta conectada a tierra. Sin embargo, algunos potenciometros no estan conectados a
tierra, de tal forma que la salida es K veces la diferencia entre las tensiones superior
e inferior mas la tensién inferior. La representacion del potenciometro se muestra en

Figura 3, y su ecuacion es:

e, = Ke, (K< 1) [2]

o
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2.3 Resistencia y condensador

R Como es sabido, una resistencia

T - - (Figura 4) es un dispositivo que dificulta

el paso de la corriente, cumpliéndose,

: ’ segun la ley de Ohm:
Figura 4 Representacién de la resisten- e - e.
. R=-—°2 1 [3]
Cla l
Por su parte, un condensador i
(Figura 5) es un dispositivo que permite —F
el almacenamiento de energia en forma | Inl"“
de electricidad, siendo su capacidad: & | IIIII"'I—.
I K
. ! o
f idt - —
C = = [4] Figura 5 Representacién del condensador
eo - el. eo - el.

3 BLOQUES OPERACIONALES
3.1 Sumador
Se obtiene un sumador conectando varias resistencias a un amplificador, como

se muestra en la Figura 6.

Las resistencias R, R, y R; son
resistencias de entrada y R; es la resis-
tencia de realimentacion. Como ya se ha

indicado, las propiedades del amplifica-

dor implican que la tension e, y la co-

i3

rriente i, de la red han de ser nulas.

Figura 6 Bloque sumador
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En estas condiciones, los balances en el nudo dan las ecuaciones:

e - eg = 11R1
e, - eg = 12R2
e, - eg = 13R3
se tendra:

e e e e

- o - 1, 2, 3
Rf R1 Rz R3
R R R

eo:—_fel+_fez+_fe3

R1 Rz R3

[5]

[6]

[7]

(8]

[91]

[10]

[11]

Obsérvese que, si todos los valo .
res de las resistencias son iguales, se .
obtiene una tension de salida que es la "z
suma de las tensiones de entrada (cam- | "3

I
—

biada de signo). Si las resistencia no SON  Figura 7 Representacion del sumador
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iguales, se puede llevar a cabo un producto por una constante mayor que 1, si R;> R..
Asi, normalmente se conectan dos rangos de resistencias de entrada al computador
para obtener "ganancias" (cocientes de resistencias) de 10 (R, = 0,1 MQ; R, =1 MQ)
o de 1(R =1 MQ; R, =1 MQ). La representacion esquematica de un sumador es la

mostrada en la Figura 7, cuya ecuacion es:

e, =¢e ~ e - 10 e, [12]

3.2 Integrador
La operacion mas importante que lleva a cabo un computador analdgico es la
integracion; precisamente este hecho es el que permite su utilizacién para resolver

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Un integrador puede obtenerse
simplemente sustituyendo la resistencia
del lazo de realimentacion del amplifica-
dor por un condensador, tal como mues-

tra el esquema de la Figura 8.

Como €, ha de ser nula:

t
eo=eg=eo=—fifdt [13]
0
de donde:
d e 1
° == i 14
dt c f (141

Como, por otra parte, también se cumple que:
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e e e
. 1 2 3
i -1.=-1_,= — + — + — [15]
£ £
7 R1 R2 R3
se tendra, sustituyendo:
de e e e
— ° = _1 + _2 + _3 [16]
dt R, R, R,
Integrando:
17 € e, €3
e(t)=e(0)——f—+—+— dt [17]
° ° o R R R
0 1 2 3
donde e, (0) es la tension inicial del condensador.
Esta condicion inicial se alimenta
al amplificador a través de un terminal . i
1
IC, tal como se muestra en el esquema . 10
g E
de la Figura 9, proporcionando la ecua- | __ 1 =
|
cién del sistema:

e =IC+j(e3—e1—1O ez)dt [18]
0

Obsérvese que si la salida inicial del integrador es una tension positiva, la
tension alimentada a través de IC ha de ser negativa. Si la tension inicial de salida es
nula, IC se conectara a tierra.

Normalmente, el disefio de los computadores analdgicos es tal, que las

resistencias usadas son de 0,1 a 10 MQ y los condensadores de 0,01 a 1 pyF. Asi, para
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R=1MQyC =1 pF, las unidades de RC vienen dadas en segundos, es decir, que el
computador analégico integra respecto al tiempo en segundos
o bien, el tiempo es la variable independiente.

Si todas las resistencias son de 1 MQ y se usa un condensador de 1 pF, la
salida del integrador variara 1 V/s con una tension total de entrada de 1V. Como en el

caso del sumador, el integrador generalmente tiene entradas de ganancias 10y 1.

4 EL COMPUTADOR ANALOGICO

Un computador analégico es un conjunto ordenado de amplificadores,
potenciometros, fuentes de tensién de referencia y algunos otros componentes no
lineales. Todos estos componentes estan instalados en una caja, que incluye una
fuente de tensién para alimentar los amplificadores. Las conexiones entre los
componentes se realizan desde un "panel de conexion", donde pueden hacerse
diversas combinaciones mediante "cables de conexién". En muchos computadores el
panel de conexion es desmontable, lo cual representa una gran ventaja, pues permite
guardar un circuito ya cableado para su uso posterior. Asimismo, esta disposicion
permite realizar el cableado sobre un panel de conexidn de repuesto mientras el
computador trabaja en la resolucién de un problema diferente.

En los computadores de alta precision, las resistencias y los condensadores
utilizados para construir sumadores e integradores no estan accesibles al usuario. Se
encuentran dentro de una caja ya conectados para funcionar como bloques operacio-
nales, lo que los protege de un mal uso.

También se dispone de una fuente de tension de referencia, que permite
establecer las condiciones iniciales de los integradores y disponer de las tensiones
constantes necesarias en el circuito. Aunque los primeros computadores analdgicos
operaban a tensiones de £100 V, posteriormente se utilizé una tensién de referencia
de +10 V, al construirse los computadores con circuitos integrados. Tensiones
inferiores a la de referencia se consiguen conectando adecuadamente un potenciéme-
tro.

Debido a que la solucion de un problema por el computador es de la forma de

una sefial de tensidn que varia con el tiempo, se necesita algun instrumento capaz de
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indicar y registrar esta relacién tensién-tiempo. El mas adecuado es el registrador de
papel o "plotter", que permite obtener una o varias salidas graficas de la tension en una

escala de tiempos.

5 RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Para comprender como los componentes descritos anteriormente pueden ser
utilizados para resolver una ecuacion diferencial, considérese la ecuacion diferencial

de segundo orden:

+a — +bx=f(t) [19]

donde x es la variable dependiente del problema y t es la variable independiente del
problema, que puede representar un tiempo, una distancia, etc. Los coeficientes a 'y
b son constantes positivas.

Generalmente no existe un procedimiento fijo para construir un circuito que
resuelva una ecuacion diferencial, por lo que suelen existir varios circuitos alternativos
que resuelven satisfacoriamente el mismo problema. Sin embargo, normalmente se
resuelve el problema para la derivada de mas alto orden, que sera igual a una

combinacioén lineal de la variable dependiente y sus derivadas sucesivas, es decir:

2
d°x _ 9% kv f(b) [20]

dt? dt

Las derivadas se obtienen en el
computador por integraciones sucesivas
y luego se combinan mediante un suma-

dorylos potencidmetros adecuados para

que satisfagan la ecuacion diferencial. El

. Figura 10 Circuito para la resolucién
esquema de la Figura 10 muestra el g

de una ecuacién diferencial de segundo
circuito de la ecuacién diferencial en orden
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estudio.

Recuérdese que tanto los sumadores como los integradores cambian de signo
la sefal de entrada, por lo que sera necesario invertir el signo de la primera derivada
mediante un sumador de una sola entrada antes de realimentar esta sefal al sumador
inicial.

Por otra parte es necesario establecer las condiciones iniciales de los
integradores, lo que se logra mediante la tension de referencia del computador (x10

V), atenuada convenientemente con los potenciometros adecuados.

6 FACTORES DE ESCALA

6.1 Escalado de la variable dependiente

Para obtener resultados satisfactorios de un computador analdgico, es necesario
tener en cuenta la relacion que liga las tensiones de los amplificadores con las
variables dependientes y sus derivadas. Ello se debe a la limitacion de las tensiones
que utiliza el computador analdgico.

En efecto, un amplificador tiene un rango sobre el cual la tension de salida es
proporcional a la tensién de entrada (como se ha indicado, normalmente £10 V). Sin
embargo, sila tension de entrada excede de este rango lineal, el amplificador se satura
y la salida deja de ser proporcional a la entrada.

Por otro lado, es normal que una sefial vaya acompafiada de un ruido aleatorio,
por lo que, si las sefiales de entrada son muy pequefnas, su magnitud puede ser
comparable con la magnitud del ruido, viéndose perturbada la salida por este ruido.

Por todo ello se procede al escalado de la variable dependiente, mediante el
método que se desarrolla a continuacion, utilizando como ejemplo la ecuacion

diferencial de segundo orden ya considerada anteriormente:

2
d°X 2 B L px = £(E) [21]
dt? dt

Si se conoce de antemano, por estimacion o experiencia, que el maximo valor

de x de la solucion es x,,, se puede determinar un factor de escala, k,, de la forma:
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ko = ? [22]

teniendo en cuenta que la tension maxima del computador es de 10 V. Se representa
entonces la tensién de salida del amplificador, correspondiente a x, de la forma [k x].

Mediante esta técnica se optimiza el rango de tension disponible y se asegura
que el amplificador no se sature durante la resolucién de la ecuacion. En la practica,
se suele redondear k, a un valor algo mas pequeno que 10/x,, si con ello se obtiene un
factor de escala mas comodo de manejar.

Para obtener los factores de escala para las derivadas de la variable dependien-
te, asimismo se ha de disponer de la estimacién de los valores maximos de estas

variables, siendo dichos factores:
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o
1l

Despejando la segunda derivada de la ecuacion diferencial:

X =

-—ax-bx+ f(t)

[23]

[24]

[25]

se puede escribir ahora en términos de tensiones en los amplificadores, teniendo en

cuenta los factores de escala:

kK # [klx] _b[kox]+f(t)

[26]
k2 kl ko
o bien:
k2 . k2
R O R R R
1 o
El circuito correspondiente a la . .
solucion de la ecuacion diferencial sera ) g S
) ¢ [kl I -
ahora el mostrado en la Figura 11, cir- e o Bl
kg g *n
cuito analogo al de la Figura 10, con los :‘F : k1
potenciometros colocados a la entrada - '
Figura 11 Escalado de la wvariable
de los integradores con los valores ade- gependiente

cuados (K,iga/Kentrada) PAra poder obtener

las salidas deseadas. Asimismo es evidente el calculo de los potencidmetros que
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permiten establecer las condiciones iniciales de los integradores.

6.2 Escalado del tiempo

Para la resolucion de algunos problemas mediante el computador analégico es
necesario el escalado del tiempo, que hace posible acelerar o retardar el problema en
el computador. Recuérdese que el computador analégico integra con respecto al
tiempo medido en el mismo, es decir, los segundos transcurridos desde el inicio de la
integracion.

La necesidad de escalado en el tiempo es evidente en dos aspectos extremos.
Por un lado, si el tiempo necesario para resolver un problema es muy largo, ello implica
un gran tiempo de utilizacion del computador, lo que indica la necesidad de acelerar
la solucion. Por el contrario, si la solucidn es muy rapida, la respuesta del registrador
puede ser demasiado lenta, y no se obtiene un registro fiel de la senal de salida del
computador. Se hace necesario, pues, en este caso, retardar la solucion.

El factor de escalado del tiempo, 3, se define, pues, como la relacion entre el

tiempo del computador, 1, y la variable independiente del problema, t:

=t
B = . [28]
Asi pues, si se pone la ecuacion diferencial de segundo orden:
R N 29
ae2 dr [29]
en funcién de la nueva variable independiente:
T=f¢ [30]

los distintos términos quedarian de la forma:
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dx _ _dx o dx
dt d T dt [31]
B
d?x d?x
> =B — [32]
dt dt
con lo cual, la ecuacién diferencial quedara ahora de la forma:
2
g2 4% _ g _paxasr|t [33]
dt? dt B

Al cambiar la escala de tiempos, las tensiones de salida de los elementos del
computador vendran dadas en esta escala de tiempos, por lo que se puede poner la
ecuacion diferencial en funcién de las tensiones de la

forma:

B x|=-alps]-blx]- f(%) .

y el circuito del computador tendra la forma de la Figura 12, siendo x, la variable

dependiente del tiempo del computador.

Al igual que se hacia con el esca-

100 20w
B & o Ai)]

lado de la variable dependiente, es nece- s S x

sario introducir los potencidmetros a la

entrada de los integradores, con objeto

de obtener las senales de salida adecua-

Figura 12 Escalado del tiempo
das.

6.3 Escalado conjunto
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Como es facil deducir, la ecuacion diferencial de segundo orden que representa

el escalado de la variable dependiente y el del tiempo, tendra la forma:

[B2kzﬁt]=—a%{5kl}&1}—b

k

?2 {ko xt] + k, £(t) [35]
o

Sin embargo, a menudo es posible escoger el factor de escala en el tiempo de
tal forma, que todas las constantes de tiempo en los integradores sean del orden de
1 s. Para conseguirlo sera necesario ajustar el factor de escala para que los
coeficientes de cada una de las derivadas tengan la misma magnitud.

El procedimiento general consiste en definir el factor de escalado del tiempo de

la forma:

B =10%" [36]
siendo:
n: numero de 6rdenes de magnitud en el que difieren el coeficiente del término de

orden mas bajo y el coeficiente del término de orden mas alto
m: numero de ordenes en que difieren la derivada de mas alto orden y la de mas

bajo orden en la ecuacién diferencial

Con ésto, si los coeficientes de todas las derivadas pueden hacerse del mismo
orden de magnitud mediante un factor de escala en el tiempo, el escalado en la
variable dependiente tendra que hacerse s6lo sobre ésta y no sobre sus derivadas, ya
que todas las derivadas seran del mismo orden de magnitud que la variable

dependiente.

7 SIMULACION DE SISTEMAS DE CONTROL

Como se ha visto hasta ahora, el computador analégico tiene una gran
aplicacion en la resolucion de ecuaciones diferenciales, o que permitira su uso para
el estudio del comportamiento transitorio de los sistemas de control. La simulacion de

estos sistema implica la resolucion simultanea de las ecuaciones diferenciales que
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representan las caracteristicas dinamicas de los componentes del sistema, con objeto
de obtener unas tensiones de salida variables en el tiempo que reflejan el comporta-
miento transitorio del sistema real. En este sentido, la simulacién no es otra cosa que
la resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales simultaneas.

Para representar sistemas lineales se utilizan generalmente diagramas de
bloques y funciones de transferencia, lo que implicara el desarrollo de circuitos para
simular las funciones de transferencia mas normalmente utilizadas, para luego
conectar los circuitos apropiados de acuerdo con el diagrama de bloques. Esta
aproximacion se denomina "simulacién directa de sistemas de control" y ofrece la
ventaja de permitir cablear un circuito directamente a partir del diagrama de bloques.
Este procedimiento ayuda a organizar el trabajo y ofrece una visidon considerable de la
interaccion entre los compoentnes del sistema de control.

Asi pues, el procedimiento usual para determinar la respuesta transitoria de un
sistema de control lineal es construir un diagrama de bloques del sistema y situar
dentro de cada bloque la funcion de transferencia apropiada. A partir del diagrama de
bloques se obtiene la funcion de transferencia global, que puede ser usada para
determinar la respuesta del sistema para cada variacion en la carga o en el punto de
consigna.

Se vera a continuacién como se puede utilizar el computador analégico para

simular un sistema de control, directamente a partir de las funciones de transferencia.

7.1 Simulacion de un sistema de primer orden

Una funcién de transferencia de

primer orden, equivalente al bloque mos-
. . _ » K )
trado en la Figura 13, tiene la forma: b k
v(s) . K Ts+ 1
= [37]

X(3) Ts+1

Figura 13 Funcién de transferencia de

primer orden

Despejando la sefal de salida:
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T8 Y(s) + Y(s) = K X(s) [38]
0, lo que es lo mismo:
1 K
-s Y(s) = = Y(s) - =X(s) [39]
T T
ecuacion lineal que es equivalente a la ecuacion diferencial:
d 1 K
- - oy - Sk [40]
dx T T
A esta ecuacion diferencial le s
corresponde el circuito analdgico mostra- — -4 D 4 g
do en la Figura 14, o bien, combinando
1.1
el sumador y el integrador en un solo {1

elemento, el de la Figura 15.

A

=

| 'S

1-1
e,
b A

Figura 15 Circuito analdgico para
un sistema de primer orden (sim-

plificado)

Figura 14 Circuito analdbdgico para un

sistema de primer orden

Obsérvese en ambos casos que la tension inicial al integrador es cero, ya que

la funcion de transferencia se obtiene para condiciones iniciales nulas.

7.2 Simulacién de un sistema de segundo orden
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Si el sistema de segundo orden es sobreamortiguado, es decir, y > 1, la funcion

de transferencia se puede poner de la forma:

Y(s) _ K
X(s) (1,8 + 1) (1,8 + 1) [41]
ecuacion que puede ser simulada conectando en serie dos circuitos
equivalentes a sistemas de primer orden.
Ahora bien, si el sistema es suba-
mortiguado, es decir, y < 1, correspon- * i “E O

2 =
diente al bloque mostrado en la Figura s+ 28 wgs + wg

16, la funcidn de transferencia sera del Figura 16 Funcion de transferencia de

tipo: segundo orden
2
Y(s) _ K o,
= > [42]
X(s) s? + 2ye_s +
La ecuacion diferencial correspondiente se obtiene despejando Y (s):
s?Y(s) + 2yw_s Y(s) + w2 Y(s) = K o> X(s) [43]
es decir:
~s?2 Y(s) = 2yw: s Y(s) + o> Y(s) - Ko X(s) [44]
Expresion equivalente a la ecuacion diferencial:
d?y dy 2 2
—dt2_2ymoa+moy+K®oX [45]
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-

ol =

2 g

Figura 17 Circuito analdbdgico para un

sistema de segundo orden Figura 18 Circuito analdgico para
un sistema de segundo orden (sim-

Esta ecuacion diferencial se resuelve P1ificado)
con el circuito de la Figura 17, cuyas condiciones iniciales de los integradores son
nulas, por la definicion de funcién de transferencia, o bien, combinando el sumador y
el primer integrador en un solo elemento, y teniendo en cuenta que todas las entradas

. ’ ’ . 2 . . -
tienen como factor comun el término 1/w<,, con el circuito de la Figura 18.

7.3 Simulacion de un controlador " P "

El controlador proporcional tiene la funcion de transferencia:

= K [46]

equivalente al bloque mostrado en la Figura 19.

Operando:

P(s) = K, e(s) [47] Hi:

Figura 19 Funcién de transferencia de

. . ., un controlador "P"
expresion equwalente a la ecuacion

diferencial de orden cero:

p = KE £ [48]
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lo que permite establecer el circuito mos-
k .
E trado en la Figura 20.
I"'l_l"'l L-/
Figura 20 Circuito analdgico para un 7.4 Simulacién de un controla-

controlador "P"

dor" Pl "™
La funcion de transferencia de un bloque controlador proporcional-integral como

el mostrado en la Figura 21 sera:

1
=K |1+
g(s) c( T.S) [49]

1

Operando en esta ecuacion:

5 1 P
Pls) _ Ko tys+1 g | T Hc["*ﬁ] —
e(s) 1.8

Figura 21 Funcién de transferencia de

un controlador "PI"

dc a1 [52]

Integrando para condiciones iniciales nulas:

K, o,
P=Kcs+—f e dt [53]
TI 0
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se podra establecer el circuito mostrado

en la Figura 22 para la resolucion de

esta ecuacion.

1.1 _E J’
g ol L
-

Figura 22 Circuito analdégico para un

7.5 Simulacion de un controla-
dor"PD"

Elbloque proporcional-diferencial ideal mostrado enla Figura 23 tiene la funcion

controlador "PI"

de transferencia:

=K, (1 + 1,5 [54]

Expresion equivalente a la ecua-

cion diferencial: = K- [1 +T D‘E.] F
de

dt

[55]

P=Kce+KCID

Figura 23 Funcidén de transferencia para

un controlador "PD"

Sin embargo, como es sabido, esta funcion de transferencia no puede ser
llevada a cabo en un controlador real, y tampoco puede ser simulada en un computa-
dor analdgico, debido a que éste so6lo integra, no deriva. Por ello, se suele utilizar la

funcion de transferencia real para un controlador PD de la forma:

1.8 +1
PES;:KC - [56]
£ (s T

_Ds+1

o

donde a es una constante, que en muchos controladores tiene un valor de alrededor

de 10. Cuanto mas alto sea el valor de a, mas se asemeja el controlador real al ideal.
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Operando se obtiene:

b s P(s) + P(s) = K,1,s £(s) + K, £(s) [57]

o D

Expresion equivalente a la ecuacion diferencial:

T
_D£+p=KT£+Kg [58]
o dt ¢ b dt c

Integrando y reordenando términos:

K o

P=iftht+ cftsdt [59]
TDO TD 0

Ecuacion que da lugar al circuito mostrado en la Figura 24, de resolucién de la
ecuacion diferencial.

Obsérvese que como a = 10, no |- %
se han utilizado potenciometros para fijar

[-J-th +|_H=J-E :It]

su valor, habiéndose introducido en el ™~

sumador por las conexiones de ganan-

cias 10. Figura 24 Circuito analdgico para un

controlador "PD"

7.6 Simulacién de un controlador " PID "

El bloque de un controlador proporcional-integral-diferencial ideal es del tipo del
mostrado en la Figura 25.

Sin embargo, segun las consideraciones hechas al estudiar el controlador PD,

la funcién de transferencia de un controlador PID real sera:
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.8 +1

g(S T T. .S 60
_Ds+1 I [601
o

Como esta ecuacion es la suma

de un Pl y un PD, la forma mas facil de =) k. [1 5 15_,_ - 5] HLaN

obtener el circuito que simula la ecuacién

diferencial correspondiente sera combi-

Figura 25 Funcién de transferencia del

nar los circuitos Pl 'y PD de la forma __ . . . wpip»

mostrada en la Figura 26.
;if: [} -%fjédt
LS

Figura 26 Circuito analdgico para

un controlador "PID"
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1 INTRODUCCION

La teoria clasica del control considera un sistema con una unica sefial de
entrada y una Unica sefnal de salida (sistemas Single Input Single Output), relacionadas
ambas por la funcion de transferencia. Esto no deja de ser una simplificacion de la
realidad, ya que para cualquier fendmeno fisico es necesario considerar, de forma
rigurosa, la existencia de multiples senales de entrada y de salida (sistemas Multiple
Input Multiple Output).

La aproximacidn mas reciente a la dinamica de sistemas complejos es
considerar el comportamiento del "estado" del sistema, en vez de considerar solamente
las salidas particulares del sistema. El estado de un sistema se determina mediante
todas sus "variables de estado", conjunto minimo de variables que contiene la
informacion suficiente para poder determinar todos los estados futuros del sistema.
Ademas sera necesario conocer las ecuaciones que relacionan las variables de estado
("vector de estado") y también las entradas futuras al sistema ("vector de entrada"),
para determinar su comportamiento.

Definidas de esta forma las variables de estado, los efectos de todas las
entradas previas se encontraran combinadas intrinsecamente en sus valores, y para
determinar éstos a un tiempo t después de un cierto valor t,, s6lo sera necesario
conocer sus valores a t, y no su historia previa. EI numero minimo de variables
requeridas para definir el estado es el "orden" del sistema, n, pudiéndose hablar de un
"espacio de estado de orden n" en el cual las trayectorias vienen trazadas por las
variables de estado al aumentar el tiempo.

Para elegir las variables de estado es conveniente elegir variables de significado
fisico directo cuando ello sea posible y, en particular, aquéllas que puedan ser
directamente observadas y medidas, ya que asi resulta mas facil su uso en la
construccion de las leyes de control y su aplicacion. Sin embargo, ésto a veces es muy
dificil, es decir, la salida real del proceso no suele ser idéntica al "estado elegido" para
el mismo. Por ello se necesita asimismo una relacion entre las varibles de estado y las
variables de salida. Ello significa que, aunque el numero de variables de estado
independientes que se requieren para describir adecuadamente un sistema es fijo, la

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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eleccidn de las variables de estado no es unica.

Como el problema se limita a la consideracion de unas relaciones entre
entradas, salidas y variables de estado del sistema, se necesitaran un cierto numero
de ecuaciones simultaneas. Como una ecuacion diferencial de orden n puede ser
reducida a n ecuaciones diferenciales de primer orden, definiendo adecuadamente las
variables de estado, se podra representar el comportamiento general de un sistema
mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden. Este puede
contener ecuaciones no lineales, pero ello no es problema si se utiliza la notacion

matricial.

2 REPRESENTACION MATRICIAL DE UN SISTEMA: ECUACIONES DE ESTADO Y
DE SALIDA

La ecuacion de estado de un sistema de multiples entradas y salidas es
una ecuacion diferencial de primer orden que representa la derivada de una variable
de estado (x;) en funcién de todas las variables de estado (x,) y todas las entradas al

sistema (u,,), es decir:

£ % (8), %, (), weny X (8)5 uy (8), uy(E), wvvy u, (8)] 1]

1

Asi, para todas las variables de estado, se puede usar la funcién vectorial f, con

lo cual queda la ecuacion vectorial:

x(t) = £]x(t), u(t)] [2]

Si los parametros del sistema varian con el tiempo, f contendra funciones
explicitas del tiempo. Se considerara en lo sucesivo, sin embargo, que los sistemas son
lineales invariantes en el tiempo, con lo cual f; serd una funcion lineal de x; y u,, cuyos

coeficientes son constantes, es decir:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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X; = a; X +tanx, t...oa,x +byu +
n m [3]
+ b u, + + b = E a,.x, + E b,.u
i2 72 im " m ; 177775 ij 77
j=1 j=1

Si se escriben las ecuaciones de esta forma para todas las variables de estado,

se obtiene, en notacion matricial:

all a12 e aln
P X, b, b, ... bm u,
1
= +
[4]
x
i Xn bnl bn2 bnm um
anl an2 R ann
(nx1) (nxn) (nx1) (nxm) (mx1)
o bien en forma vectorial:
x=Ax+BU [5]
donde x es el "vector de estado", u es el "vector de entrada" y A y B son matrices
constantes para sistemas invariantes en el tiempo.

Ahora bien, las variables de salida (y;) no tienen que ser idénticas a las variables
de estado (x;), pero seran combinaciones lineales de ellas, si las variables de estado
estan correctamente elegidas, y de las variables de entrada (u,), es decir:

y; (8) = £, [x(t), %,(E), .oy x, (E); u (), uy(t), ..., u,(t)] [6]

o bien, para todas las variables de salida, en notacion vectorial:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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y(t) =g [x(t), u(t)] [71

Para sistemas lineales invariantes en el tiempo:

Y = C%p HCipXy t e b oy X djlz.z1 +
n m [8]
+ dj2u2 + ...t djmum = 2 a;,X, * ]; bjkuk

Si se escriben las ecuaciones de esta forma para todas las variables de salida

(Y,) se obtiene, en notacion matricial:

Cip Cip === Cqp X d, d, ... d, u,
¥
= +
[9]
Yp
Cor Sp2 **+ Spn X dnl dn2 dnm u,
(px1) (pxn)  (nxI) (pxm) (mx1)

o bien, en forma vectorial:

y=Cx+Du [10]

donde y es el "vector de salida" y C y D son matrices constantes para
sistemas invariantes en el tiempo.
En resumen, para un sistema lineal invariante en el tiempo, las ecuaciones

dinamicas que lo definen seran, en forma vectorial:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
Pag. 4



AUTOMATICA

Ecuacidén de estado : Xx(t) = A x(t) + B u(t) [11]

Cx(t) + Dul(t) [12]

Ecuacidén de salida : y(t)

Obsérvese finalmente que un sistema dinamico queda perfectamente definido
respecto a las variables de estado mediante la ecuacion de estado. El unico objeto que
tiene la ecuaciéon de salida es relacionar las variables de estado (muchas veces no
medibles) con las variables de salida del sistema,

o variables fisicas medibles.

2.1 Simplificacién para sistemas SISO

Considérese un sistema con una sola variable de entrada, u(t), una sola variable
de salida, y(t), lineal, invariante en el tiempo y que viene representado por una
ecuacion diferencial de orden n:

d%y(t)
dt ™

n-1
d™y(t) .,

+ a e .. T

1 +a y(t) =ul(t) [13]

Se trata de representar esta ecuacién por n ecuaciones de estado y una
ecuacion de salida, lo que se puede hacer simplemente definiendo las n variables de
estado en términos de la salida y(t) y de sus derivadas. Como el conjunto de variables
de estado de un sistema no es unico, se puede buscar el camino mas conveniente
para asignar las variables de estado, mientras se siga cumpliendo la definicion de
éstas.

En este caso resulta adecuado definir las variables de estado de la forma:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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x, (t) = y(t)
dy (t)
t =
X, (t) It
< (t) = d¥(®)
> dt?
[14]
n-1
x,(t) = LX)
dt™®
con lo que las ecuaciones de estado quedan de la forma:
dx, (t)
T Rl
dx, (&) _ o,
dt - 3( )
[15]
dx_. (t)
=x_ (t)
dt
dx_(t)
e = —alxl(t) - azxz(t) - - an—lxn—l(t) - a.x (t) + u(t)

donde la ultima ecuacién se obtiene igualando la derivada de mas alto orden al resto
de la ecuacion diferencial, [13].

La ecuacion de salida es, simplemente:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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y(t) = x, (t) [16]

ya que hay una sola salida.

Las ecuaciones de estado en forma matricial quedan ahora:

X, X4
}'{2 X5
= =+ u
[17]
0 0 0 1| |,
X -4, ~d, ~a, -4, X_ 1
(nx1) (nxn) (nx1) (nx1) (1x1)

Expresion que se conoce con el nombre de "forma candnica de variables
fasicas", denominandose "variables fasicas" la de la salida del sistema y sus sucesivas
derivadas.

La ecuacion de salida queda, en forma matricial:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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y = [100...0] .

X
n

(1x1) (1xn) (nx1)

En definitiva, las ecuaciones que describen el estado de un sistema SISO seran:

Ecuacidén de estado: X(t) = A x(t) + b u(t) [19]

Ecuacidn de salida: y(t) = c x(t) [20]

Obsérvese que, en este caso, b y ¢ son magnitudes escalares, ya que tanto la

entrada, u(t), como la salida, y(t) también lo son, al ser unicas.

3RELACIONENTRE ECUACIONES DEESTADOY FUNCIONES DE TRANSFEREN-
CIA
Como es sabido, la funciéon de transferencia de un sistema lineal de una sola

variable se define en términos de los coeficientes de la ecuacién diferencial del

sistema:
n n-1
dy(t) +anw ...+ a, dy (£) +a y(t) =
dtn dtn—l dt
[21]
m m-1
b diu(t) ,, 4" ult) ., + b, du(t) + b, ul(t)
m dtm m dtm—l dt
como:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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G(s) = Y(s) _ b —1Sm_1 i bms”"l * ... tDys+ b 1221
Ul(s) s"+a s+ ... +a;s+a

Por tanto, un sistema multivariable, lineal, invariante en el tiempo que tiene m

entradas y p salidas, tendra una matriz de funciones de transferencia de la forma:

G, (s) G, (s) 1o (S)
G, (8) G,,(s) o (5)

G(s) = ) [23]
Gpl(s) sz(s) Gpm(s)

x(t) = Ax(t) + Bu (t) [24]

y(t) = Cx(t) + D ul(t) [25]

siendo, por tanto:
x(t) = vector de estado n x 1
u(t) = vector de entrada m x 1
y(t) = vector de salida p x 1
Tomando transformadas de Laplace en ambas ecuaciones para condiciones

iniciales nulas, se obtiene:

s X(s) = A X(s) + BU (s) [26]

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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Y(s) = CX(s) + DU (s) [27]

Agrupando términos en la ecuacion [26]:

(s I -A) X(s) =BU (s) [28]

donde se ha introducido la matriz identidad (matriz unitaria), |, para dar al primer
sumando el mismo caracter matricial que tiene A, es decir, si A es una matrizn x n, |

sera:

100 ... 0
010 ...0

I=|" [29]
0 0O 1

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion [28] por la matriz inversa (sl - A)”"

y sustituyendo en la ecuacion [27] se obtendra:

Y(s) = C (sI - A)™* BU(s) + D U(s) [30]
o bien:
G(s) = Y(s) _ ¢ (sI -A)1B+D [31]
U(s)

Ahora bien, la teoria de matrices permite demostrar que la inversa de una matriz

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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es igual a su adjunta dividida por el determinante de la matriz, es decir:

i dj M
M?= 2 [32]
M
definiéndose la matriz adjunta de la forma:
adj M = [cofactor ij de |M||” [33]

donde el cofactor del determinante de M es el determinante obtenido omitiendo la fila
i y la columna j del determinante de M y multiplicandolo luego por (-1)™; la notacion []
indica que se trata de la matriz traspuesta (resultado de cambiar filas por columnas).

Asi, la ecuacion [31] se puede escribir también de la forma:

adj (sI - A)
G(s) =C B+ D
(s) 5T - 2 [34]

que es una matriz p X m, y cuya existencia requiere que la matriz (sl - A) no sea
singular, es decir, que su determinante no sea nulo.

Si el sistema tiene una sola variable de entrada y una sola de salida, se cumplira
que D =0, por lo que la ecuacién [34] se simplifica a:

adj (sI - A)
|sI - A

G(s) =C B [35]

Al determinante de la ecuacion [35] igualado a cero se le denomina "ecuacion
caracteristica" del sistema, y juega un papel muy importante en el estudio de los
sistemas dinamicos lineales. Por ello sera tratada esta ecuacién con mayor detenimien-

to mas adelante.

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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4 RESOLUCION DE LA ECUACION DE ESTADO
La resolucién de la ecuacién de estado implica obtener la solucion x(t) para la

ecuacion diferencial de primer orden (ecuacién de estado):

x(t) = Ax(t) + Bul(t) [36]

Si existe otra relacién adicional, como puede ser la ecuacion de salida:

y(t) = Cx(t) + D ul(t) [37]

se puede obtener y(t) directamente a partir de x(t), si C y D son matrices constantes.
Existen dos métodos para resolver la ecuacion de estado: solucion en el dominio

del tiempo y aplicacién de la transformada de Laplace.

4.1 Solucién en el dominio del tiempo

4.1.1 Bases matematicas

Para abordar la resolucién de la ecuacion de estado en el dominio del tiempo,
se considera previamente la resolucion de la ecuacion diferencial escalar, lineal, de

primer orden, de la forma:

X=ax+bu [38]

Para ello se tiene en cuenta primero la ecuacion homogénea correspondiente:

X =ax [39]

que permite obtener una solucién general, y luego se considera el término forzante,
b.u, para obtener también la solucion particular.
La solucién de la ecuacion lineal homogénea [39] permitira elegir una solucion

probable para luego comprobar que ésta soluciéon cumple la ecuacién original.

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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La solucién de la ecuacion homogénea es inmediata:

x =e? x(0) [40]

donde x(0) es la condicién inicial para t = 0.

Teniendo en cuenta el desarrollo en serie:

2 3
et =1+at + (at)” , (at) + ... [41]
2! 3!

se puede observar que se ha supuesto una solucion de la forma general:

x(t) =ao+a1t+a2t2+a3t3+ [42]

La solucién de la ecuacién no homogénea se obtiene multiplicando ésta por la

solucion de la homogénea:

x(0) e@ (x-ax) =x(0) e® bu [43]

0, lo que es lo mismo:

% [x e_at} =e? bu [44]

Integrando entre O y t:

t
x e @ - x(0) e‘ao=fe"atbudt [45]
0

Reordenando:

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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x(t) = x(0) e + et | et b y dt [46]

O\rr

Obsérvese que se esta intentando buscar una ecuacion general para cualquier
valor del tiempo, no para un valor determinado, t,. Por ello, las variables incluidas en
la integral, como dependen, a su vez, del tiempo, hay que integrarlas de forma
convencional, y al hacer la integral definida, hay que sustituirlas por los valores 0 y t.
Para evitar posibles confusiones se suele considerar que las variables de la integral
dependen de una "variable muerta", 1, (Que seguiria siendo el tiempo), se integra la
expresion y se sustituyen los limites por los valores 0 y t, es decir, se pone la ecuacion

anterior de la forma:

t
x(t) = x(0) e + eatfe"‘“ bu (1) dt [47]
0

4.1.2 Aplicacion a la ecuacion matricial
Si se aplica lo desarrollado anteriormente a la ecuacion matricial, considerando

de forma analoga en primer lugar la ecuacién homogénea:

X =AXx [48]

y suponiendo una solucion (siendo A invariante en el tiempo) de la forma:
— 2 3
x(t) =a, +at+at:+at’+ ... [49]
la sustitucion de esta solucién en la ecuacion homogénea permite obtener:

, + 2a,t + 3ajt? + ... +kat¥t 4 .0 = A (a, tat+ ... tathe L. [50]
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Identificando los coeficientes de las potencias de t se obtiene, considerando que

x =x(0) parat=0:

a, = x(0)
a, = A a,
R
a, = D) A a,
[51]
_ 1 k
a, = = A" a,
con lo cual, la solucion [49] puede ser escrita de la forma:
_ a: ak
x(t)—IAt+2—!t +"'k_!tk+"' x(0) [52]

donde se ha introducido la matriz identidad, |, para conservar el caracter

matricial de la ecuacion.

4.1.3 Matriz de transicion de estados
Comparando el resultado obtenido en [52] con el desarrollo en serie [41]
realizado para un escala, se puede identificar el contenido del corchete con una matriz

exponencial m x n del tipo €™, con lo que la solucién de la ecuacion homogénea sera:

x(t) = e? x(0) [53]
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Pag. 15



AUTOMATICA

Esta importante matriz exponencial se conoce como la "matriz de transicion de

estados", ¢(t), es decir:

(p(t)=eAt=I+At+2—1|A2t2+3—1|A3t3+--- [54]

que, por definicion, es aquélla que satisface la ecuacién de estado homogénea y
fisicamente representa la "respuesta libre" del sistema, es decir, gobierna la respuesta
que se produce solo debido a las condiciones iniciales del sistema. Como su nombre
indica, la matriz de transicion de estados define completamente la transicion de los
estados desde el instante inicial t = 0 hasta un tiempo t, cuando las entradas al sistema

son nulas.

4.1.4 Propiedades de la matriz de transicion de estados
De acuerdo con la naturaleza exponencial de la matriz de transicion de estados,

se pueden deducir las siguientes propiedades para la misma:

a) @(0) =1 [55]

b) o *(t) = @(-t) [56]

c) [e(t)l¥ = (kt) (k = entero) [57]

d) o(t, +t,) =0(t,) o(t,)) [58]

p(t, - t,) =0t - t,) o(t, - t;) <para cualquier trtt> [59]
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La ultima propiedad es de gran
importancia, ya que implica que un pro-
ceso de transicion de estados puede ser

dividido en un numero finito de transicio-

nes secuenciales, tal como muestra la = — ,
Figura 1 Transiciones secuenciales de

Figura 1. una transicidén de estados

4.1.5 Resolucion de la ecuacion no homogénea
Al igual que se hizo en el apartado 4.1.1, reordenando la ecuacion de estado

de la forma:

x-AX=Bu [60]

multiplicando por la solucion de la ecuacion homogénea e integrando se obtendra:

x(t) = x(0) el + gt fot e®™ Bu (1) dt [61]

0, lo que es lo mismo:

x(t) = e®®*x(0) + ft e?(t ™) B u(t) dt [62]
0

x(t) = (6)x(0) + [“o(t-1) Bu(t) dt [63]

ecuacion que representa la solucion de la ecuacién de estado, también llamada

"ecuacioén de transicion de estados".
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4.2 Aplicacién de la transformada de Laplace

Si a la ecuacion de estado:

X =Ax(t) + Bu (t) [64]

se le aplica la transformada de Laplace:

S X(s8) - x(0) =AX(s8) + BU(s) [65]

Despejando X(s) queda, introduciendo la matriz identidad, I, para conservar el

caracter matricial de la ecuacion:

X(s) = (sI-A)1tx(0) + (sI-2A1TBU(s) [66]

de donde la ecuacién de transicion de estados se obtendra aplicando la transformada

inversa de Laplace:

x(6) =9 [(sT -1 x(0)]+2 (s T-2"7TBu(s) [67]

Como se puede demostrar facilmente aplicando la transformada de Laplace a
la resolucién de la ecuacién homogénea, el primer sumando de la expresion [67] es
la solucién de ésta, lo que permite definir también la matriz de transicién de estados

de la forma:

o(t) =L [(s I -4 [68]

Por su parte, el segundo sumando de la expresion [67] puede obtenerse

aplicando la transformada de Laplace a la integral de convolucion:

=

ge[fot £,(t-1) £,(1) dt| = F,(s) F,(s) [69]
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Todo ello lleva a que la ecuacion de transicion de estados quede de la forma:

x(t) = ¢ (t) x(0) +f0t(p(t—'[) Bul(t) dt [70]

expresion completamente idéntica a la [65].

4.3 Ecuacion de salida
Una vez determinada la ecuacion de transicion de estados, el vector de salida
puede ser expresado como una funcién del estado inicial y del vector de entrada,

simplemente sustituyendo la ecuacion [70] en la ecuacion de salida:

y(t) Cx(t) + Dul(t) [71]

obteniéndose:

y(t) = Col(t) x(0) +fot Co(t-1) Bu(t) dt + D u(t) [72]

5 ESTUDIO DE LA ECUACION CARACTERISTICA
Como se ha visto anteriormente, se denomina "ecuacion caracterisitca" de un
sistema dinamico al denominador de la funcién de transferencia igualado a cero, es

decir:

|sT - 4] =0 [73]

La importancia de esta ecuacion en el estudio de los sistemas dinamicos hace

gque sea necesario su analisis, que se aborda a continuacion en sus diferentes
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aspectos.

5.1 Autovalores

Se denominan "autovalores" de la matriz A a las raices, A, de la ecuacion
caracteristica, cuya principal propiedad es que son invariantes bajo una transformacion
lineal no singular, es decir, si se transforma la matriz A en A" mediante la transforma-

cion lineal:

x=Py [74]

siendo la matriz P no singular (determinante no nulo), de tal forma que:

A*=ptltap [75]

entonces la ecuacion caracteristica y los autovalores de A" son idénticos a los de A.
En efecto:
|s I -A* =|ptP-PtAP =|P' (sI-A4) P =

[76]
=|P* [sT -4 [P =[P |P]|sI-=- A4

Como el determinante de un producto es igual al producto de los determinantes,
se obtiene:

|ls I -A* =|P Pl |sI-A4 =|sI-A4 [77]

lo que demuestra que los autovalores de A son invariantes bajo una transformacién

lineal.

5.2 Autovectores

Se denomina "autovector" a un vector, p,, n x 1, que satisface la ecuacién
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matricial:

(A, I-A) p, =0 [78]

donde A es uno de los autovalores de A. Como muestra la ecuacion [78], cada

autovector esta asociado directamente a un autovalor de la matriz.

5.3 Diagonalizacién de una matriz: forma canénica
Uno de los motivos principales para diagonalizar una matriz es que, si A es una
matriz diagonal (sus autovalores A,, A,,..., A, supuestos todos distintos, estan situados

sobre la diagonal principal), entonces la matriz de transicion de estados, e, también

At
n-

sera diagonal, siendo sus elementos no nulos e, €'}, ... e
De momento habra que suponer que todos los autovalores de A son distintos,
ya que, si no es real y simétrica, A no siempre puede ser diagonalizada si tiene
autovalores multiples, como se vera mas adelante.
Asi pues, el problema que se plantea es encontrar una matriz no singular, P, tal

que la transformacion x = P y permita obtener una matriz diagonal D de la forma:

A 0 O 0
0 A, 0 0
0 0 A 0
A= . =ptlarp [79]
0 0 0 ..... A

es decir, la matriz D tendra los autovalores de la matriz A situados en la diagonal
principal.
Aunque existen diferentes métodos para determinar P, se demostrara que P

puede ser formada utilizando los autovectores de A, es decir:
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P = [p1 b, P; --.. pn] [80]

donde p, (i = 1,2,...,n) es el autovector asociado con el autovalor A. Para ello se utiliza

la ecuacién de definicidn de los autovectores, [78], que se puede escribir de la forma:

A, p,=Ap, (i=1,2,..., n) [81]

Asi, formando la matriz n x n:

[Alpl Azpz e )\npn] = [AplApz e Apn] =
[82]
=Alp P, ---- P,
o bien:
b, P, ----pP, 1] A=A[p, P, .... D] [83]
Asi pues, si se hace:
P=I[p, pPy.--. D] [84]
la ecuacion [83] permitira poner:
PAN=AP [85]
0, lo que es lo mismo, premultiplicando por P :
A=PtAaP [86]

que es la transformacion buscada.
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5.3.1 Utilizacion de la matriz de Vandermonde
Si la matriz A esta en la forma candnica de variables fasicas, lo que sucede en

los sistemas SISO, es decir:

A= . [87]

se puede demostrar que la matriz P que diagonaliza A es la matriz de Vandermonde:

1 1 1 .... 1
VD VD VD
D VD SO N
P=| . [88]
D S S S

donde A, , A, , ... A, son los autovalores de A, distintos entre si.

5.4 Diagonalizaciéon de una matriz: forma canénica de Jordan
En general, cuando una matriz A tiene autovalores multiples, no puede ser
diagonalizada, salvo que la matriz sea simétrica y tenga elementos reales. Sin

embargo, existe una transformacion:

A=PlAP [89]
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tal que la matriz A es casi siempre una matriz diagonal. La matriz A asi obtenida se

denomina "forma candnica de Jordan" y posee las siguiente propiedades:

a)
b)

c)

d)

Los elementos de la diagonal principal de A son los autovalores de A.

Todos los elementos por debajo de la diagonal principal de A son nulos.
Algunos de los elementos inmediatamente por encima de los autovalores
multiples de la diagonal principal son 1.

Los 1 junto con los autovalores forman bloques tipicos que se llaman "bloques
de Jordan".

Cuando la matriz asimétrica A tiene autovalores multiples, sus autovectores son
linealmente dependientes, es decir, para una matriz A (n x n) sélo hay r (r < n)
autovectores linealmente independientes.

El numero de bloques de Jordan es igual al numero de autovectores indepen-
dientes, r, y existe uno y solo un autovector linealmente independiente asociado
a cada bloque de Jordan.

El numero de 1 por encima de la diagonal principal es igualan - .

Como ejemplo de forma candnica de Jordan se puede poner el siguiente:

A, 1 0] 0 0
0 A 1] 0 0
0 0 A | O 0
A= |- - [90]

00 0 |2 O

L _
0 0 0 0 | 2,

L

donde se muestran los bloques de Jordan y se pueden comprobar las propiedades

mencionadas.

La matriz P se determina de la forma siguiente: supongase que A tiene q
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autovalores distintos entre n autovalores. En primer lugar, los autovectores que
corresponden a los autovectores de primer orden se determinan de la forma habitual

a partir de la ecuacion:

(A, I-4) p, =0 [91]

1

donde | son cada uno de los q autovalores distintos (i = 1, 2,..., q).
Si | es un autovalor de orden m, el correspondiente bloque de Jordan de orden

m es de la forma:

)\.j 1 0 0 O
0 AL 1 0 O
7
(m x m) [92]
0 0 O A
7
0 0 0 0 A

con lo cual debe cumplirse la siguiente transformacion:
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o bien:

A, 10 0 0
0 AL 1 0 O
bj
O 0 O A,
bj
0 00 0 A,
App = ADp

. Py [93]

[94]

donde p, es el autovector asociado con A y los restantes m - 1 vectores, p,, ps, ..., Py,

son vectores auxiliares.

Ordenando las ecuaciones vectoriales [94] los m vectores definidos anterior-

mente pueden ser determinados a partir de las siguientes m ecuaciones vectoriales:

(A;I -~ &) p, =0

()\jI - A) P, = D,

[95]
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1 INTRODUCCION

Los sistemas de tiempo discreto o sistemas de datos muestreados son sistemas
dinamicos en los cuales una o mas variables pueden variar solamente en ciertos
instantes. Estos instantes, que se han de indicar por kT ot, (k =0, 1, 2,...) pueden
especificar el momento en el cual se realiza alguna medida fisica, el tiempo en el cual
se lee la memoria de un ordenador digital, etc. En la practica, se presentan los
sistemas de tiempo discreto cuando se obtienen las medidas necesarias para el control
de forma intermitente, o cuando se comparte un ordenador de proceso entre varias
plantas, de manera que se envia una sefial de control a cada planta solo periddica-
mente. Muchos sistemas modernos de control son sistemas de tiempo discreto, porque
en ellos influyen algunos elementos cuyas entradas y/o salidas son discretas en el
tiempo. Sin embargo, a veces la discretizacion con operacion de muestreo puede ser
completamente ficticia, introducida unicamente para simplificar el analisis de un
sistema de control que, en realidad, so6lo contiene elementos continuos.

Antes de abordar el estudio de los sistemas discretos de control, es necesario
plantearse una serie de problemas que nacen de las diferencias entre un sistema de
control convencional y uno basado en un ordenador. Estas diferencias estan basadas
en la existencia de los convertidores de sefiales continuas en discretas y viceversa, y
en la del propio ordenador. Asi, la introduccion de estos elementos exige el estudio de
tres problemas relativos a la transformacion que las senales sufren al pasar por ellos:
muestreo, cuantificacion y reconstruccion.

El muestreo es el proceso de toma de muestras de una sefial analdgica
(continua) para su tratamiento por el ordenador (digital). Esta toma de un numero de
muestras de una sefial producira una pérdida de la informacion contenida en la misma,
por lo que habra que estudiar las condiciones en las que se produce esta pérdida,
intentando que sea minima.

La cuantificacion tiene su origen en el hecho de que el ordenador maneja
numeros con una cantidad limitada de cifras. Esta limitacion da lugar a una truncacién
(despreciando las cifras que excedan de las permitidas por la capacidad del ordenador)
0 a un redondeo (asignando a todo valor el numero inmediato inferior o superior, segun

lo proximo que esté a él).
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La reconstruccion es el problema inverso al muestreo, y tiene como objetivo
construir una sefial continua que pasa por los puntos que representa a una secuencia
de valores dada. Al igual que ocurre con el muestreo, este proceso sélo se puede
realizar de forma aproximada, introduciendo nuevas pérdidas de informacion que habra
que medir y valorar.

Como se ha dicho, los sistemas discretos se caracterizan porque su entrada y
su salida son secuencias de valores, por lo que, conjuntamente con el estudio de los
mismos, sera necesario tratar las secuencias. El estudio que se va a realizar de los
sistemas discretos y de las secuencias va a ser similar al que usualmente se realiza

al estudiar los sitemas continuos y las sefales.

2 SECUENCIAS Y SISTEMAS DISCRETOS

Una secuencia se puede definir como cualquier conjunto numerado de
elementos, es decir, haciendo corresponder a cada numero entero un elemento de un
conjunto, se obtiene una secuencia en dicho conjunto. La forma general de representar
una secuencia es {x,}, donde k, entero asociado al elemento, es el indice que indica
el orden del mismo. Este indice podra ser positivo o negativo, realizandose esta
separacion segun que los elementos sean anteriores o posteriores al elemento cero,
u origen de la secuencia.

Por su parte, un sistema discreto es un algoritmo que permite transformar una
secuencia en otra, es decir, que calcula los valores de una secuencia {y,} en funcién

de los de otra, {u,} segun la expresion:

ly) = flu) [1]

Un sistema discreto se puede

representar por un bloque cuya entrada it | SISTEMA tut
_ _ DISCRETO
es la secuencia {u,} y cuya salida es {y,},
tal como muestra la Figura 1. Figura 1 Representacién de un sistema
discreto

Los sistemas discretos pueden ser

estaticos o dinamicos. Un sistema discreto es estatico, cuando el elemento de la
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secuencia de salida de un cierto indice depende unicamente del elemento de la
secuencia de entrada del mismo indice. Cuando el elemento de la secuencia de salida
de un cierto indice es funcién de otros elementos de las secuencias de entrada y salida
de drdenes distinto al suyo, el sistema se denomina dinamico.

Un sistema discreto dinamico es causal, si el valor de un elemento de la
secuencia de salida depende unicamente de los de ésta de indice menor o igual. El

sistema de la Figura 1 sera causal si para cualquier k:

Yy = f(kk—l’ Yior Yg-gr=evr Upr Upqr Uy or ) [2]

Si la funcion que define cada elemento de la secuencia de salida es lineal, el
sistema se denomina asimismo lineal. Cuando los coeficientes de la funcién son
constantes, se dice que el sistema lineal es invariante.

En lo sucesivo sblo se van a considerar los sistemas discretos dinamicos,

lineales e invariantes, por lo que se omitiran los adjetivos que sirven para su definicion.

2.1 LAECUACION EN DIFERENCIAS

Si el sistema discreto es lineal, se puede expresar de la forma:

Ve = 1Y, T &Y, t ..o vay,  +tbu +bu , +... +tbu [3]

siendo m y n finitos y a, y b, constantes.

La ecuacion [3] usada para definir estos sistemas se denomina "ecuacion en
diferencias" y juega un papel similar al de las ecuaciones diferenciales lineales en los
sistemas continuos. Se tiene, pues, con la ecuacién en diferencias, una forma de

representar el comportamiento de los sistemas discretos.

3 LA TRANSFORMADA Z
La principal razéon que hace fundamental la utilizacion de la funcion de

transferencia para el estudio de los sistemas lineales continuos es la correlacion
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existente entre la situacion de polos y ceros de éste en el plano s y el comportamiento
dinamico del sistema al cual corresponde.

En sistemas lineales discretos esta idea no es del todo generalizable, ya que sus
funciones de transferencia no son racionales, con lo que la obtencion de singularidades
presenta gran dificultad en la mayoria de los casos.

En efecto, dada una secuencia {x.}, tal que x, = 0 para k < 0, se define la
transformada de Laplace como la funcion:

X*(s) =) x,eks [4]
k=0

siendo s una variable compleja, con lo que X (s) sera una funcion compleja. El hecho
de que la ecuacion [4] contenga el término e* revela la dificultad de usar la
transformada de Laplace para el tratamiento general de los sistemas discretos, ya que
las funciones de transferencia ya no seran algebraicas, como sucedia en los sistemas
continuos.

Con el fin de salvar estas dificultades en el estudio de los sistemas discretos,
se introduce una nueva transformacién, denominada "transformada Z", siendo la
variable compleja z una transformacién no lineal de la variable s de Laplace. Asi, dada

una secuencia real {x,}, se define su transformada Z como la funcién:

X(z) = E x, z ¥ [5]

Por simple comparacion entre la definicion de la transformada de Laplace y la
transformada Z, se puede obtener esta ultima a partir de la de Laplace por medio del

cambio:

z =ef [6]

Evidentemente, este cambio sera unicamente valido para secuencias con x, =
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0 para todo k < 0, ya que ésta es una de las condiciones impuestas en la definicion de

la transformada de Laplace.

3.1 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z

Con el fin de utilizar la transformada Z de una manera potente y efectiva,
conviene conocer las propiedades que verifica. Algunas de ellas son paralelas a las de
la transformada de Laplace de sefiales continuas, aunque hay otras especificas.

a) Linealidad:

Zlax, +Byl=a0z][x]+B 2yl [7]

b) Desplazamiento:

Si:

Z [x,] = X(z) [8]

=z " X(z) [9]

Si se tiene en cuenta la secuencia impulso:

8)=1,0,0, ...} [10]

cuya transformada es:

Z [Bk] =1 [11]

Z 1[5, 1=z [12]
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debido alo cual, el operador z ' recibe el nombre de "operador desplazamiento unitario"
o simplemente, "operador desplazamiento”, ya que al multiplicar la transformada de
una secuencia por z"' se obtiene la transformada de la misma secuencia retrasada una
unidad.

c) Desplazamiento complejo:
Si:

Z [x,] = X(z) [13]

Z la¥*x]1 =X (a? z) [14]

d) Diferenciacion:

d X(z)
dz

=-z12Z [k X, ] [15]

e) Teorema del valor inicial:

En secuencias de términos de indice positivo (x, = 0 para k < 0) se verifica que:

X, = lim X(z)

Z = o

[16]

f) Teorema del valor final:
En secuencias de términos de indice positivo (x, = 0 para k < 0) con transforma-

da X(z) que cumpla que el radio de convergencia de (1 - z')X(z) sea menor que la
unidad, se verifica que:

x,=1lim x, = lim [(1 - z7) x(2)]

k= o z=1

[17]
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3.2 FUNCION DE TRANSFERENCIA EN 2
Como se vio anteriormente, la ecuacién en diferencias que define el comporta-

miento de un sistema dinamico lineal, se puede poner de la forma:

Ve ¥ @Yy * &Y, * ... tay,  =bu +bu_ +...+bu [18]

Esta relacion es valida para todo valor de k y, por tanto, se verificara la misma

relacidon entre sus respectivas secuencias:

vt +raly, J+...+aly, t=blu}+blu }+...+bfu } [19]

Calculando ahora la transformada Z de ambos miembros de la igualdad y

teniendo en cuenta las propiedades de linealidad y desplazamiento, se obtiene:

Y(z) +az " Y(z) + ... +az"Y(z) =b U(z) + ... +b_z™U(z) [20]

con lo que la funcién de transferencia en z del sistema sera:

_1 _
Glz) = X&) _ Po* Bz ¥ - " by 7 [21]
U(z) l+az '+ ...+a z7"

3.3 TRANSFORMADA INVERSA

La primera observacion importante que se debe hacer antes de abordar la
transformacién inversa es el problema de la unicidad: mientras que la transformada de
Laplace y su inversa son unicas, la transformada Z y su inversa no lo son. Asi, por
ejemplo, la transformada Z de la funcion escalon unitario es z/(z-1), pero su transforma-
dainversa puede ser cualquier secuencia temporal que valga la unidad en los instantes

de muestreo.
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Para obtener la transformada inversa en z se pueden utilizar tres métodos, que
se enumeran a continuacion.

a) Descomposicion en fracciones simples

Es un método totalmente analogo al empleado con la transformada de Laplace.
Ahora bien, si se observan las tablas de transformadas Z se puede constatar que
siempre se requiere un factor z en el numerador. Ello significa que la descomposicion
en fracciones simples debe hacerse para G(z)/z, lo que permitira obtener fracciones
que se podran encontrar directamente en las tablas.

b) Series de potencias

Para obtener la transformada inversa de una funcién G(z) que viene expresada
como un cociente de polinomios en z, se efectua la division de los polinomios,
obteniéndose una serie de potencias en z", a la cual es aplicable directamente la
definicion de la transformada Z, lo que permite obtener inmediatamente su inversa.

c) Calculo de residuos

A partir de la teoria de la variable compleja se puede obtener la siguiente

expresion para la transformada inversa:

g, = E [residuos de z¥1 F(z)] [22]
polos de G (z)

teniendo que estar incluido el contorno en el cual se integra dentro de la regién de

convergencia.

4 MUESTREO DE SENALES

El muestreo de una variable, como su nombre indica, es la operacion de toma
de muestras de la misma. Esta idea general de muestreo, referida a sistemas de
control con ordenador, se concreta en la toma de muestras de una sefial continua en
sucesivos instantes de tiempo, a diferencia de otros procesos de muestreo, donde el

tiempo no es una variable a considerar.
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El muestreo de senales consiste
en la construccién de secuencias a partir
de sefales continuas, tomando como
valores de las secuencias los correspon-
dientes a las senales en instantes conse-
cutivos de tiempo. Esta operacion resulta
necesaria en el control de procesos con
ordenador, ya que el ordenador es un
elemento discreto por naturaleza, admi-
tiendo Unicamente secuencias como
entrada de datos.

El caso mas interesante de mues-
treo es el periodico (Figura 2), que se

caracteriza porque los instantes de toma

/,_r_._/

_;Hffgf t
mucrtreo
“_TTLT»TTTI :
Figura 2 Muestreo periddico de una

sefial continua

de muestras estan regularmente espaciados, y es el que se utiliza fundamentalmente

en el control de procesos con ordenador. Logicamente, este muestreo estara

caracterizado por el intervalo de tiempo entre dos muestras sucesivas, T, que se

denomina "periodo de muestreo”, llamando a su inverso, muestras por unidad de

tiempo, "frecuencia de muestreo".

El elemento que realiza el proceso
de muestreo se denomina "muestrea-
dor", siendo la forma usual de represen-
tarlo en los diagramas de bloques la

indicada en la (Figura 3).

B o

Ix) T

Figura 3 Representacidén de un bloque

muestreador

En este bloque, la salida esta relacionada con la entrada por la expresion:

X, = x(kT)

[23]

Intuitivamente se puede apreciar que el periodo de muestreo va ajugar un papel

fundamental en este proceso y que de él dependera en gran manera el que se pierda

o no informacion en el mismo. El problema ser4, por tanto, analizar qué condiciones
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deben de cumplir las funciones de entrada al muestreador para que, con el periodo

adecuado, la secuencia generada pueda determinar con exactitud dicha entrada.
Estas condiciones vienen fijadas por el "teorema de Shannon", cuyo enunciado

es el siguiente: Si se considera que la senal continua x(t) no contiene ningun

componente de frecuencia por encima de w, ., (rad/s), se puede reconstruir completa-

max

mente la sefial x(t) a partir de la sefial muestreada, x (t), siempre que la frecuencia de

muestreo, w (rad/s) sea:

© > 2 QO [24]
0, lo que es lo mismo:
Tma’x
T < > [25]

4.1 MUESTREADOR IDEAL

Un muestreador real, como el de la Figura 3, permanece cerrado durante un
periodo finito de tiempo. Como este tiempo de cierre es normalmente pequefo
comparado con el periodo de muestreo, T, el muestreador real puede ser aceptable-
mente aproximado a un "muestreador de impulso" o "muestreador ideal". Un
muestreador de impulso es un dispositivo que convierte una sefal continua en una
secuencia de impulsos o funciones delta de Dirac, cuya altura es infinita y cuya
anchura es nula. El area del impulso sera igual a la magnitud de la funcion de entrada

en el instante del muestreo, es decir:

f“” £*(t) dt = £(kT) [26]
kT~

Evidentemente, la funcion impulso es un modelo matematico, por lo que,

rigurosamente, un muestreador de impulso no es fisicamente realizable. Sin embargo,
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se aproxima bastante a la realidad y se utiliza en el analisis y disefio de los sistema
muestreados, ya que simplifica considerablemente los calculos.

Con objeto de representar la entrada y la salida del muestreador por expresio-
nes en el dominio del tiempo, se considera que la salida del muestreador es un tren de
impulsos ponderados, pudiéndose relacionar la sefal continua, x(t), con la salida del

muestreador, x (t), por la expresion:

x*(t) =8 (t) x(t) [27]

donde d; (t) representa un tren de impulsos unitarios espaciados en el tiempo por el
periodo de muestreo T. Es decir, la salida del muestreador es igual al producto de la
entrada continua por el tren de impulsos unitarios.

Ahora bien, el impulso unitario que se produce en el instante kT puede

expresarse también introduciendo un retardo en el tiempo, es decir:

O(kT) =0d(t - kT) [28]

Como el impulso tiene el valor finito unidad (distinto de cero) solo en los
instantes kT, siendo k =0,1,..., la salida x (t) del muestreador puede ser expresada por

la suma:

x*(t) =38(t) x(0) +d(t-T) x(T) +d(t-2T) + ... [29]

tal como se muestra en la Figura 4, o bien:

x*(t) = d(t - kT) x(kT) [30]

NgE

k

Il
o

para la funcidn de entrada x(t) y t > 0.
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A pesar de que el sumatorio esta T a7t
extendido a todo kT y x (t) es una funcién T T T T T I I I I T T
continua del tiempo en cualquier instan- P
-4T-3T-2T -T 0 T &T aTHT t

te, que es multiplo de T, el valor de x'(t)

. , . . T wcty
viene dado solo por el término sencillo:

x* =8(t - kT) x(kT) [31] /’r—\

-4yT-3T-2T -T 0 T 2T 3T HT t
: : , ="t
mientras que a instantes diferentes a los
tiempos exactos kT, X (t) es cero. T I T i T T .
-4T-3T-27T -T O T 2T 3T uT t

Figura 4 Representacidén de 1la sefial

muestreada

4.2 TRANSFORMADAS DE LA SENAL MUESTREADA

La expresion:

g

x*(t) = x(kT) &(t - kT) [32]

T
o

expresa la secuencia de impulsos que salen de un muestreador ideal en el dominio del

tiempo. Aplicando a esta ecuacion la transformada de Laplace, se obtiene:

X*(s) = Y, X(kT) e*Ts [33]
k=0

ecuacion de la secuencia de impulsos en el dominio de Laplace.
Si se aplica a [32] la transformada de Fourier, o lo que es lo mismo, se hace en
[33]] s = wj, se tendra:

X*(0F) = Y, X(KT) e *T [34]
k=0
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expresion que representa la secuencia de impulsos en el dominio de la frecuencia.
Por su parte, si se aplica a[32] latransformada Z, se obtendra la representacion

de la secuencia de impulsos en el dominio z:

X(z) = f: X(kT) z7% [35]
k=0

Comparando convenientemente estas expresiones se puede observar que la
relacion entre la transformada de Laplace y la transformada Z de una secuencia

muestreada es:

z =eTs [36]

mientras que la relacion entre la transformada de Fourier y la transformada Z de dicha

secuencia sera:

z = e®TJ [37]

Obsérvese que en la ecuacion [35] se ha omitido el asterisco debido a que sélo
se puede aplicar la transformada Z a sefiales muestreadas, no a funciones continuas.

Por otra parte, también se suele utilizar la notacién:

Z [X* (8)] = X(2) [38]

que tiene exactamente el mismo significado que la ecuacion [35], pudiéndose obtener
directamente la transformada Z a partir de la transformada de Laplace, ya que
generalmente las tablas de transformadas Z también contienen la transformada de
Laplace de la funcion temporal muestreada correspondiente.

Por otro lado, como la transformada Z se puede obtener a partir de la
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transformada de Laplace, se puede afirmar que cualquier funcion continua que posea
transformada de Laplace también tendra transformada Z. Sin embargo, al hallar la
transformada Z inversa, solo se obtendran valores discretos de la funcion original para

un intervalo de muestreo T que habra que definir.

5 RECONSTRUCCION DE SENALES

Se denomina reconstruccion de sefiales al proceso por el cual, a partir de una
secuencia {x.}, se construye una sefial continua, x,(t). El elemento en el cual se realiza
esta operacion se denomina "bloqueador" o "retenedor" ("hold") y se representa

simbdlicamente tal como se muestra en la Figura 5.

En sistemas de control es necesa-

rio que la reconstruccién en un instante t et | pLoouEapoR =t

se realice con valores de la secuencia

correspondientes a indices k tales que Figura 5 Representacién de un bloquea-
kT < t. Es decir, en cada instante hay 9°T
que generar una sefial reconstruida a partir de la informacion disponible en ese

momento, tal como muestra la Figura 6.

Por tanto, conocido el valor de la T
=

sefal en el instante kT hay que construir =), E

g . . o :
una funcion continua que aproxime lo *|.-a ;
k-1 )

mas posible la supuesta sefal original, k-3

hasta conocer el nuevo valor de la se- LT KT t kel Tt

cuencia en (k+1)T. Esta reconstruccion

Figura 6 Reconstruccidén de una sefal

causal es imposible, por lo cual hay que .. 1 p1oqueador

utilizar algun tipo de aproximacion.
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El problema de la reconstruccién
se puede plantear como el del calculo
aproximado del valor de una funcion,

conocida una serie de valores de la

misma, es decir, como un problema de

k=BT (k=117 kT
interpolacion o, en este caso, de extra- {

polacion. EI método de interpolacion mas Figura 7 Reconstruccidén de una sefal
usual es el polinémico, es decir, aproxi- por aproximacion polinomica
mar la funciéon por un polinomio que pase por los puntos conocidos. Por tanto, el
proceso de reconstruccion consistira en, conocido el valor de la secuencia en KT,
obtener para el intervalo [KT, (k+1)T] el polinomio de grado m que pase por los valores
de la secuencia en los puntos (k-m)T, (k-m+1)T, ..., (k-1)T, kT, tal como muestra la
Figura 7.

Un posible método de calculo del polinomio de interpolacion es mediante la
formula de Newton, basada en el concepto de cociente incremental y que tiene la

forma:

y que representa la sefial reconstruida por el bloqueador, x,(t), en el intervalo [kT,

(k+1)T] en funciéon de m puntos anteriores.

5.1 BLOQUEADOR DE ORDEN CERO
El bloqueador mas sencillo que se puede considerar es el que procede de
realizar una interpolacion de orden cero, es decir, el que reconstruye la seial x(t)

tomando unicamente el primer término de la ecuacion:

x (t) = x(t,) = x(kT) = x, [40]

SISTEMAS DISCRETOS Pag. 15



AUTOMATICA

Segun se indica en la Figura 8, -
F
5

esta reconstruccion consiste en genera '

en cada intervalo [kT, (k+1)T], la sefal i .

H

x,(t) como una constante igual al ultimo

valor de la secuencia {x,}. Este bloquea- ¥

k=217 k-13T kT
dor se conoce como "bloqueador de {

orden cero", 0 mas a menudo por sus Figura 8 Reconstruccién de una sefial
siglasinglesas, ZOH ("Zero Order Hold"). por el blogueador de orden cero
Para calcular la funcion de transferencia del bloqueador de orden cero basta
calcular la transformada de Laplace de su salida ya que, al ser la entrada un impulso
unitario, su transformada es la unidad.
Obsérvese que la salida del bloqueador tiene la forma de un escaldn unitario,

seguido de otro escaldn unitario invertido retrasado un tiempo T, es decir:

x (t) =u(t) - u(t - T) [41]

cuya transformada de Laplace sera:

- = [42]

1 e—Ts 1 _e—Ts
S S S

y, por tanto, esta ecuacion representa la funcién de transferencia del bloqueador de

orden cero en el dominio de Laplace.

En el dominio de la frecuencia, aplicando la transformada de Fourier a [41] o
haciendo s = w j en [42]:

Hwj) = ——— [43]
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6 SISTEMAS HIBRIDOS: FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSOS

La transformada Z se utiliza en sistemas con datos discretos, en los que juega
un papel equivalente al de la transformada de Laplace en los sistemas continuos. En
estas condiciones, la "funcién de transferencia de pulsos" juega asimismo en los
sistemas discretos un papel equivalente a la funcién de transferencia, basada en la
transformada de Laplace, en los sistemas continuos.

Sin embargo, generalmente los sistemas que contienen sefales discretas,
muestreadores y bloqueadores, también contienen sistemas lineales continuos. Estos
sistemas se denominan "sistemas hibridos" y son de gran interés practico. De hecho,
el bloqueador de orden cero es en si mismo un elemento lineal, con lo que el sistema
lineal de tiempo discreto puede ser considerado como un conjunto de uno 0 mas
muestreadores, que producen los pulsos, y diferentes sistemas lineales continuos.

Para estudiar los sistemas hibridos conviene representar éstos mediante la
denominada "secuencia de ponderacion®, {g,}, definida como la secuencia de salida
cuando la secuencia de entrada es una secuencia impulso. La secuencia de
ponderacion contiene la misma informacién, referente a los sistemas discretos, que la
respuesta impulsional respecto a los continuos, permitiendo calcular la respuesta del
sistema ante cualquier secuencia de entrada.

En efecto, si {u,} es la secuencia de entrada, ésta se puede representar como
una suma se secuencias impulso multiplicadas por constantes, segun la expresion:

{u} = i u {85, } [44]

n=20

Las secuencias impulsos consideradas estan retrasadas un numero de
posiciones n igual al indice del elemento que se considere en la secuencia {u,}.

Por tanto, la secuencia de salida del sistema ante {u,}, teniendo en cuenta el
principio de linealidad y la descomposicion efectuada en [44] sera:

=Y u lg. J} [45]

n=0
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donde {g,} es la secuencia de ponderacion del sistema considerado.

Esta expresion permite calcular la secuencia de salida de un sistema lineal, con
secuencia de ponderacion {g,}, ante cualquier secuencia de entrada {u,} y se la conoce
como "convolucion discreta”.

Asi pues, larespuesta impulsional de un sistema hibrido permite caracterizar su
comportamiento ya que, con ella se puede calcular la respuesta del mismo ante

cualquier sefnal de entrada.

Por tanto, considérese el sistema
wit) o wt it Gos) yitl
hibrido de la Figura 9. La entrada al T '
sistema, de funcidon de transferencia —-}g—ﬂ

G(s), es la secuencia de impulsos X(t). Figura 9 Sistema de tiempo discreto
La salida es una sefial continua, y(t). Sia
la salida hay otro muestreador sincronizado con el de entrada y que funciona con el
mismpo periodo de muestreo, la salida sera un tren de impulsos. En ausencia del
muestreador de salida, se puede considerar un muestreador ficticio (de las mismas
caracteristicas del ya citado), con lo que se observara una secuencia de valores y (t)
solo en los instantes t = kT.

Si se considera ahora el impulso k-ésimo de la entrada, y'(kT), su efecto sobre

la salida continua del sistema sera:

v (t) = g(t - kT) x(kT) [46]

siendo y,(t) la respuesta del proceso al impulso k-ésimo y g(t) la respuesta impulsional
del proceso, es decir £'[G(s)].

Como el sistema es lineal, la salida y(t) sera la suma de todas las y,, es decir,
la suma de las respuestas impulsionales poderadas con y, y desplazadas en el tiempo
hasta el instante de aparicion del correspondiente impulso, es decir, retardadas en un

tiempo kT; por tanto:

SISTEMAS DISCRETOS Pag. 18



AUTOMATICA

=Y y. (t) =Y g(t-kT) x(kT) [47]
k=0 k=0

Los valores de la salida y(t) en los instantes de muestreo, t = nT, se expresan

como y(nT), siendo:

=Y g(nT - kT) x(kT) [48]
k=0

Como la funcién continua y(t) que sale del proceso se somete a muestreo,
produciendo una secuencia de impulsos y'(t), si se aplica la transformada Z a y'(t) se

obtiene:

Zly*(t)] = Y(z) =Y, y(nT) z™® [49]
n=0

o bien, sustituyendo [48] en [49]:

Y(z) = i: zw: g(nT - kT) x(kT) | z™" [50]

Haciendo m = n - k y recordando que g(t) = 0 para t < 0, se obtiene:

Y(z) = f: i g(mT) x(kT) z ™%k

=0 k=0

=}

[51]

oY)
b

siendo el primer miembro de la ecuacion [51] la "funcién de transferencia de pulsos”,
G(z2):
SISTEMAS DISCRETOS Pag. 19




AUTOMATICA

G(z) =) g(mT) z™ [52]
m=0

es decir, la transformada Z de g(t), respuesta impulsional muestreada del sistema a
un impulso unitario &(t). Definiendo G(z) de esta forma se pueden utilizar las funciones
de transferencia en el dominio z de la misma forma que se utilizan las funciones de
transferencia en el dominio de Laplace.

En definitiva, para obtener la funcion de transferencia de pulsos de un sistema
se pueden seguir los siguientes pasos:
a) Obtener la funcién de transferencia G(s) del sistema.

b) Obtener la funciéon respuesta impulsional, g(t) = & [G(s)].

c) Calcular G(z) = E g(kT) z7* , donde g(kT) se obtiene a
k=0

reemplazando KT por t.
Obsérvese, no obstante, que si se poseen tablas de transformadas de Laplace

y Z paralelas, los pasos a) y b) se pueden realizar de forma simultanea haciendo:

G(z) = Z [G(s)] [53]

lo que agiliza considerablemente los calculos.

Es importante recordar que en el procedimiento de funcion de transferencia de
pulsos desarrollado aqui, aplicado al analisis de sistemas de tiempo discreto, se
supone a la sefial muestreada como un tren de impulsos cuyas intensidades o areas
son iguales a la sefial continua en el tiempo de los instantes de muestreo. Esta
suposicion es valida solamente si la duracién del muestreo es pequefa en compara-

cion con la constante de tiempo mas grande del sistema.

6.1 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA DE PULSOS DE ELEMENTOS EN
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CASCADA

Larepresentacion como funciones e TS
de transferencia de los sistemas = 7eulG) () |40 Seafa sy | =
discretos con elementos en cascada es Cad

ligeramente diferente de la de los siste-

(b}
mas continuos, debido a la variacion que ritr et art) : et
1

Rird T RYr2 Dird
se produce por el hecho de existir o no

Figura 10 Sistemas de tiempo discreto
muestreadores entre los elementos. La en cascada

Figura 10 muestra dos situaciones dife-
rentes de un sistema discreto que contiene dos elementos en cascada.

En el sistema (a) los dos elementos estan separados por un muestreador S, que
esta sincronizado y tiene el mismo periodo que el muestreador S,. En este caso, la

salida del elemento G,(s) sera:

D(s) = G, (s) R*(s) [54]

C(s) =G, (s) D*(s) [55]

D*(s) = G,(s) R*(s) [56]

Sientrada y salida son discretas, se podra "discretizar" la funcién de transferen-

cia, con lo cual:

D*(s) = G (s) R*(s) [57]

De forma analoga, si se sitia un muestreador ficticio a la salida de G,(s), se
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podra poner [55] de la forma:

C*(s) =G, (s) D*(s) [58]

Sustituyendo [57] en [58] se obtendra, pues:

*

C*(s) =G, (s) G, (s) R*(s) [59]

Como todas las funciones de transferencia son discretas, se puede aplicar la

transformada Z:

C(z) =G, (z) G,(z) R(z) [60]

Esto permite concluir que la transformada Z de dos sistemas lineales separados
por un muestreador es igual al producto de las transformadas Z de las dos funciones
de transferencia individuales.

Por otro lado, en el sistema (b), los dos elementos de la cascada estan
conectados directamente, por lo que la transformada de Laplace de la salida del

sistema sera:

9C(s) = G,(s) G, (s) R*(s) [61]

C*(s) = G,(s) G,(s) R"(s) [62]

y en este caso la funcién de transferencia que se podra discretizar sera
G,(s) G4(s), es decir:

C*(s) =[G, (s) G,(s) |" R"(s) [63]
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Obsérvese, pues, que si ambos elementos no estan separados por un
muestreador, han de ser tratados como uno solo al aplicar la funcion de transferencia

de pulsos. Asi, aplicando la transformada Z a [63] se obtendra:

C(z) = G.G,(z) R(z) [64]

donde G,G,(z) es la transformada Z del producto de G,(s) y G,(s) y ha de ser tratada

como una funcion individual, es decir:

G,G,(z) # G (z) G,(z) [65]

Todo ello permite concluir que la transformada Z de dos elementos en cascada
sin muestreador entre ellos es igual a la transformada Z del producto de las funciones

de transferencia de los dos elementos.

6.2FUNCIONES DE TRANSFERENCIADE PULSOS DE SISTEMAS EN LAZO
CERRADO

Considérese el sistema de lazo e
: )
cerrado mostrado en la Figura 11. o b P e iy i3
. Ris) X Eird T E"ird Cirl
La transformada de la salida es:
Hi=) &
C(s) = G(s) E*(s) [66]

Figura 11 Sistema de tiempo discreto en

lazo cerrado
mientras que la de la sefial continua de

error sera:

E(s) = R(s) - H(s) C(s) [67]

Teniendo en cuenta que tanto E como C son muestreadas (la segunda de forma

ficticia), se podra obtener la funcion de transferencia de pulsos en ambas ecuaciones,
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sustituyendo [66] en [67]:
E*(s) = R*(s) - G(s) H(s) E*(s) [68]
o bien:
E*(s) = R™(s) [69]

Sustituyendo [69] en [66], considerando esta ultima ya como funciones de

transferencia de pulsos, queda:

C*(s) = R*(s) [70]

En este caso se puede definir la funcion de transferencia global del sistema
C'(s)/R(s), y aplicando la transformada Z:

Clz) _ G(z) -
R(z) 1 + GH(2Z) .
Sin embargo, no siempre se pue-
W |
de definir la funcion de transferencia - s ey )
. . e . Rirl 352 I T
global de un sistema discreto. Asi, consi- T B e
y . . c" (i)

deerese el sistema mostrado en la Figu- BEs2 1™l
ral2.

Figura 12 Sistema de tiempo discreto en

Las ecuaciones de este sistema 1lazo cerrado

seran:

C*(s) = G(s) E(s) [72]
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E(s) = R(s) - H(s) C*(s) [73]
Sustituyendo [73] en [72]:
C*(s) = G(s) R(s) - G(s) H(s) C*(s) [74]

Obsérvese que, como R(s) no es muestreada sélo se puede aplicar la

transformada Z al producto de las funciones de transferencia, obteniéndose:

C*(s) = [75]

cuya transformada Z es:

_ GR(Zz)
cl2) = ez [76]

En definitiva, como la entrada y la funcién G(s) estan combinadas en una sola
funcion , GR(z), no pueden ser separadas en este caso para definir una funcién de

transferencia de pulsos global, C(z)/R(z).

7 ESTABILIDAD EN EL PLANO Z

La estabilidad de un sistema lineal continuo viene determinada por la situacion
de las raices de su ecuacion caracteristica, un polinomio en la variable compleja s. Si
todas las raices de este polinomio estan en el semiplano izquierdo del plano s, el
sistema es estable. Para un sistema continuo en lazo cerrado, todas las raices de [1
+ G(s)H(s)] tienen que estar en el semiplano izquierdo del plano s. Por todo ello, la
region de estabilidad de un sistema continuo es el semiplano izquierdo de s.

La estabilidad de un sistema discreto vendra determinada por la situacién de las
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raices de una ecuacion caracteristica que es un polinomio en la variable compleja z.
Las raices de este polinomio se representan en el plano z: la ordenada es la parte
imaginaria de z y la abscisa es la parte real de z.

La regidn de estabilidad en el plano z puede encontrarse directamente a partir
de la region de estabilidad en el plano s usando la relacion basica entre las variables

complejas sy z:

z=eT*s [77]

Si a es la parte real de s y w es su parte imaginaria, se puede poner:

S=0a+wjJ [78]

La region de estabilidad en el plano s es aquélla en la que a, la parte real de s,
es negativa. Sustituyendo [78] en [77] se obtiene:

z = eT((x+(oj) — eO(T e(uL)Tj [79]

es decir:
|z| = e* " [80]
arg z =0 T [81]
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Por tanto, la amplitud de z varia Gty (3w -
f. complementaria T

entre 0 y 1. El eje imaginario (a = 0) ar.:ﬂ. ji: /; :
corresponde al circulo unitario en el : :TI; K__,/J
plano z. El interior del circulo correspon- ot PLAND + PLAND =
de al semiplano izquierdo de s. Segun la ) =
expresion del argumento, el angulo de z o 3§
varia desde -~ a « a medida que w varia vy
desde -« a ». Se puede asimismo com- : e
probar que cada franja de ancho 211/T en

. . . Figura 13 Transformacién del plano s en
el semiplano izquierdo s se proyecta en

el plano z
una vuelta en el interior del circulo unita-
rio en el plano z, como muestra la Figura 13 (a). En la Figura 13 (b) y (c) se pueden
ver las regiones correspondientes en los planos s y z.
Con respecto a los sistemas en lazo cerrado, si se considera uno con una

funcion de transferencia de pulsos:

Clz) _ G(z) 82
R(z) 1 + GH(z) [82]
se puede determinar su estabilidad por la ubicacién de las raices de la
ecuacion caracteristica:
1 +GH(z) =0 [83]

Es decir, sitodas las raices de este polinomio en z estan en el interior del circulo
unitario, el sistema en lazo cerrado sera estable. El sistema se volvera inestable si
cualquiera de los polos de lazo cerrado cae fuera del circulo unitario y/o hay polos
multiples sobre el circulo unitario.

Se dispone de algunos métodos para determinar si un polinomio en z contiene
0 NO una o varias raices sobre o fuera del circulo unitario, uno de los cuales consiste

en modificar el criterio de estabilidad de Routh para sistemas continuos. Para ello se
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hace la transformacion:

_r+1
r-1

[84]

que convierte el interior del circulo unitario en el plano z en un semiplano izquierdo r
y, por tanto, se puede aplicar el criterio de estabilidad de Routh al polinomio en r del

mismo modo que a los sistemas continuos en el tiempo.
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1 INTRODUCCION

De forma similar al caso de los sistemas continuos, una manera moderna de
modelar un sistema discreto es mediante las ecuaciones de estado discretas. Como
ya se ha visto anteriormente, cuando se trata con sistemas discretos, frecuentemente
se producen dos situaciones diferentes.

La primera de ellas es que los componentes del sistema son elementos
continuos, pero en ciertos puntos del sistema las sefiales son discretas o discontinuas
con respecto al tiempo, debido a operaciones de muestreo - bloqueo. En este caso, los
componentes del sistema vienen descritos por ecuaciones diferenciales pero, debido
a los datos discretos, puede ser generado un conjunto de ecuaciones en diferencias
a partir de las ecuaciones diferenciales originales.

La segunda situacion implica sistemas que son completamente discretos con
respecto al tiempo, en el sentido de que reciben y envian s6lo datos discretos, como
en el caso de los controladores u ordenadores digitales. Bajo esta condicion, la

dinamica del sistema ha de ser descrita por ecuaciones en diferencias.

2 ECUACIONES DE ESTADO Y SALIDA

Se puede aplicar el método del estado para el analisis de sistemas dinamicos
al caso de tiempo discreto. La forma discreta de representacion del estado de un
sistema es bastante analoga a la forma continua, es decir, la expresion que describe
el estado del sistema en cualquier instante k+1 viene dada por una ecuacién de la

forma:

x(k +1) = flx(k), u(k)] [1]

Expresion que establece que el estado x en el instante k+1 es una funcion del
estado y de la entrada en el instante k.

La salida del sistema se define de forma similar al caso continuo:

y(k) = glx(k), u(k)] [2]

REPRESENTACION DE SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS MEDIANTE VARIABLES DE ESTADO
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Si el sistema es lineal e invariante en el tiempo, las ecuaciones de estado y

salida se reducen, respectivamente, a:

x(k +1) = Ax(k) + B ul(k) [3]

y(k) = C x(k) + D u(k) [4]

donde x(k) es el vector de estado, u(k) es el vector de entrada e y(k) es el vector de
salida, cada uno de ellos especificado ent=kT, donde k=0, 1,2, .... y T es el periodo
de muestreo. Obsérvese que, a menos que se indique lo contrario, se utiliza la notacion
simplificada x(k) para indicar x(kT), es decir, x(k) implica el vector x(t) en t = kT.

Las ecuaciones de tiempo discreto [3] y [4] pueden aparecer de dos maneras:

Primero, pueden provenir de la descripcién directa del comportamiento del
sistema, que se puede obtener inmediatamente en forma de ecuaciones en
diferencias.

Segundo, pueden estar describiendo un sistema continuo que esta siendo
muestreado en ciertos intervalos de tiempo, o que se haya "discretizado" para facilitar

su calculo o control.

2.1 OBTENCION DE LA ECUACION DE ESTADO DISCRETA A PARTIR DE
ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Considérese un sistema con una sola variable de entrada, u(k) y una sola
variable de salida, y(k), que viene representado por una ecuacion en diferencias:

y(k+n) + aly(k+n—1) + azy(k+n—2)

[5]
+ ... +a ,y(k+l) +a y(k) = b ul(k)

Se trata de representar esta ecuacidén por n ecuaciones de estado y una
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ecuacion de salida, lo que se puede hacer simplemente definiendo n variables de

estado en términos de la salida y del instante de muestreo posterior, es decir:

x, (k) = y(k)
x, (k+1) = x, (k)
X, (k+1) = x5 (k)
[6]
x__, (k+1) = x_(k)
x_ (k+1) = -a;x (k) - a,x__, (k) - -a_x, (k) + b u(k)
donde la ultima ecuacion se obtiene igualando el término de salida de mas alto orden
al resto de la ecuacion en diferencias, [5].
La ecuacion de salida es, simplemente:
y(k) = %, (k) [7]
Las ecuaciones de estado en forma matricial quedaran ahora:
¥, (k+1) 0 1 ... 0 0 x, (k)
X, (k+1) 0 0 0 O X, (k)
= . . +| .| ul(k) [8]
x._,(k+1) 0 0 0 1 |]|x,,(k) 0
x (k+1) "4 Td51 ses T T | x (k)
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La ecuacion de salida queda, en forma matricial:

y(k) =[100 ... 0] : [9]

En definitiva, las ecuaciones que describen el estado del sistema seran:

Ecuacion de estado:

x(k+1l) = Ax(k) + b ul(k) [10]

Ecuacion de salida:

vy (k) = ¢ x (k) [11]

Obsérvese que, es este caso, b y ¢ son magnitudes escalares, ya que tanto la

entrada, u(k), como la salida, y(k) también lo son, al ser unicas.

2.2 OBTENCION DE LA ECUACION DE ESTADO DISCRETA A PARTIR DE
LA ECUACION DE ESTADO CONTINUA

Si se desea calcular el estado x(t) utilizando un ordenador digital, hay que
convertir una ecuacion de estado de tiempo continuo en una ecuacion de estado de
tiempo discreto.

Considérese que cada elemento del vector de entrada sélo cambia su valor en
los instantes de muestreo, kT y que permanece constante en el intervalo comprendido

entre dos instantes de muestreo consecutivos, es decir:
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u(t) = ul(kT) [kT < t < (k+1)T] [12]

En lo que sigue, y para clarificar el analisis, se utilizara la notacion kT y (k+1)T
en lugar de ky k+1.

Recuérdese que la solucion de la ecuacion de estado para un sistema continuo:

x(t) =Ax(t) + Bu(t) [13]

es.

x(t) = e x(0) + ft e2(t"0 By (1) dt [14]

Considerando un instante inicial x(0), la ecuacion [14] permite obtener los

valores en en tiempo t = kT y t = (k+1)T, es decir:

X (kT) = e?*T x (0) + e?kT fkT e Bu(t) dt [15]
0

x[(k+1) T] = e2®* DT x(0) + eA(k+1)Tf(k+1)T e Bu(t) dt [16]
0

Despejando x(0) de la ecuacion [15] y sustituyéndolo en la [16], se obtiene:

X[ (k+1) T] — eAt X(kT) + f(k+l)T eA[(k+l)T—T] B U(T) dt [17]
kT

o sustituyendo:
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A=T1 - kT [18]
dA = dt [19]
quedara:
x[(k+1) T] = e®*x (kT) + fT e®T™™ By (kT) dA [20]
o

ya que u(kT) es constante durante el periodo comprendido entre kT y (k+1)T.

Definiendo ahora las matrices:
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Al = 4T [21]

B/ = fOT ed(t™2) B da [22]

se obtiene la ecuacién de estado discreta:

x[(k+1)T] = A’ x(kT) + B’ u(kT) [23]

La absoluta similitud de las ecuaciones [21] y [22] con las correspondientes a
los sistemas continuos, permite evaluar A' y B' mediante la matriz de transicién de

estados del sistema continuo, haciendo t = T, es decir:

Al = (T) = [€7 (sI-A)T1],_, [24]

B’ = foT o (A) dA [25]

Finalmente, resulta evidente que, si el sistema posee una sola salida, su

ecuacion de salida vendra dada por:

y(kT) = C x (kT) [26]

3 RESOLUCION DE LA ECUACION DE ESTADO DISCRETA
La resolucion de la ecuacion de estado implica obtener la solucion x(k) para la

ecuacién en diferencias (ecuacién de estado discreta):
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x(k+1) = A'x (k) + B'u (k) [27]

Si existe otra relacién adicional, como puede ser la ecuacion de salida:

y(k) = Cx (k) + D ul(k) [28]

se puede obtener directamente y(k) a partir de x(k) si C y D son matrices
constantes.
Existen dos métodos para resolver la ecuacion de estado: solucidon de la

ecuacién en diferencias de forma recursiva y aplicacién de la transformada Z.

3.1 SOLUCION DE LA ECUACION EN DIFERENCIAS DE FORMA RECURSI-
VA
La solucién de la ecuacién de estado, [27], puede obtenerse directamente por

recurrecia haciendo:
x (1) = A’x(0) + B'u(0)

x(2) = A’x (1) + B'u (1)

A'[A’x (0) + B/u(0)] + B'u(1)

[29]
= (A")2x(0) + A’B/u(0) + B'u(1)
x(3) = (&)°x(0) + (A)? B/u(0) + A’B/u(1) + B'u(2)
x(4) =
Repitiendo este procedimiento se obtiene la solucion general:
k-1 .
x(k) = (AVk x(0) + Y, (AN* D Blu(y) {k=1,2,3,...} [30]
j=0
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Se puede observar claramente de [30] que x(k) consiste de dos partes: una, que
representa la contribucion del estado inicial, x(0) y la otra, la contribucién de la entrada,
u@), paraj=1, 2, ..., (k-1).

De la ecuacion [30] se puede deducir también que la matriz de transicidon de

estados del sistema discreto es:

o (k) = (A)* [31]

¢ (k+1) = Alp (k) [32]

¢(0) =1I [33]

Asi pues, en términos de la matriz de transicion de estados se puede escribir la

solucién de la ecuaciéon de estado discreta de la forma:

(k-1

)
x(k) =@ (k)x(0) + Y. ¢(k-1-37) B'u(j) [34]
j=0

3.2 APLICACION DE LA TRANSFORMADA Z

Aplicando la transformada Z a ambos miembros de la ecuacion de estado, [27]:

z X(z) - zx(0) = A'X(z) + BlU(=z) [35]

Reordenando:
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(zI - A') X(z) = z x(0) + B'U(z) [36]

donde se ha introducido la matriz identidad, |, para conservar la identidad de la

ecuacion. Multiplicando ambos miembros de la ecuacion [36] por (zI-A')", se obtiene:

X(z) = (zI - A zx(0) + (zI - A"Y™ B'U(z) [37]

Tomando en ambos miembros de la ecucién [37] la transformada inversa, se

tiene:
x(k) =97 [(zI -2t z] x(0) +<L™ [(zI - &)t B'U(z2) [38]
Se puede demostrar ahora que:
@1t [(zI -4t z] = (AN [39]
y que:
k-1 .
9 [(zI - AP BU(2)] = Y, (A)¥ 1D BlU(j) [40]

0]
o

J

con lo cual, si se sutituyen [39] y [40] en [38] y se tiene en cuenta la definicion de

matriz de transicion de estados discreta, ecuacion [31], se tendra:

k-1
x(k) =@ (k)x(0) + Y o¢(k-1-7) BU(H) [41]
j=0

ecuacion completamente idéntica a [34].

3.3 ECUACION DE SALIDA
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Una vez determinada la ecuacion de transicion de estados discreta, el vector de
salida puede ser expresado como una funcién del estado inicial y del vector de entrada,
simplemente sustituyendo la ecuacion [41] en la ecuacion de salida discreta, [28],

obteniéndose:

k-1
y(k) =Cq(k) x(0) + Y. Colk-1-7) BU(F) + D u(k) [42]
3=0

4 RELACION ENTRE ECUACION DE ESTADO Y FUNCION DE TRANSFERENCIA
DISCRETAS
Tomando la transformada Z en las ecuaciones de estado y salida discretas, [3]

y [4], para condiciones iniciales nulas, se obtiene:

z X(z) = A'X(z) + B'U(z) [43]

Y(z) =CX(z) + DU(Z) [44]

Agrupando términos en la ecuacion [43], introduciendo la matriz identidad y

multiplicando ambos miembros por (zI-A')" , se obtiene:

X(z) = (zI - AY? B'U(z) [45]

que sustituida en [44] da:

Y(z) =C (zI - A" B'U(z) + D U(z) [46]

o bien:
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G(z) = =C (zI -A)Y 1B +D [47]

Si se sustituye la matriz inversa en funcion de su adjunta y su determinante, al

igual que se llevé a cabo para los sistemas continuos, se obtendra:

: _ /
G(z) = C adj (zI - A7) g/, p [48]
|zT - A/|

Al igual que en los sistemas continuos, si el sistema discreto tiene una sola
variable de entrada y una sola variable de salida, se cumplira que D = 0, por lo que la

ecuacioén [48] se simplifica a:

adj (zI - A') 5/

G(z) =¢C ; [49]
|z - A
siendo asimismo la ecuacion caracteristica del sistema:
|zI - A’ =0 [50]
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